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RESUMEN

En el presente trabajo, aplicamos la metodologia de los planos de corte Fenchel para resolver el
problema de Localizacion de Plantas Capacitadas de fuente unica en dos etapas (TSCFL). Las
desigualdades Fenchel describen la envolvente convexa de un conjunto X c R® sin conocer
explicitamente la estructura. La relajacion Fenchel es una relajacion lineal, se obtiene al agregar las
desigualdades Fenchel mas violadas obtenidas como solucidn del problema de separacion asociado
al problema primal. El valor de la relajacién Fenchel constituye una cota inferior fuerte para el
problema de localizacion. Simultaneamente se aplica una heuristica basada en la relajacién Fenchel
para obtener una solucion factible la cual constituye una cota superior. Ambas cotas se integran al
algoritmo de Ramificacion y Acotacidon basado en programacion lineal para obtener el dptimo
global. Asimismo, los cortes Fenchel presentan eficientes propiedades computacionales.

Palabras clave: Envolvente convexa, Localizacion de plantas, Programacion lineal Heuristica.

ABSTRACT

In the present study, we applied the Fenchel cutting plans methodology to solve the problem of
Locating Single-Source Capacitated Plants in two stages (TSCFL). Fenchel inequalities describe the
convex envelope of an X CR”'n set without explicitly knowing the structure. Fenchel relaxation is a
linear relaxation obtained by adding the most violated Fenchel inequalities obtained as a solution to
the separation problem associated with the primal problem. The value of the Fenchel relaxation
constitutes a strong lower dimension for the localization problem. Simultaneously, a heuristic based
on the Fenchel relaxation is applied to obtain a feasible solution which constitutes a higher
dimension. Both dimensions are integrated to the Ramification and Dimensioning algorithm based
on linear programming to obtain the overall optimum. Likewise, Fenchel cuts present efficient
computational properties.

Keywords: Convex envelope, Plant location, Heuristic linear programming.
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I. INTRODUCCION

En la actualidad el desarrollo tecnoldgico esta
asociado al comercial y al econdomico, la
distribucion de bienes es un problema que esté
adquiriendo una creciente importancia. Muchos
sistemas de distribucion tienen una estructura de
dos etapas y la toma de decisiones referente al
nimero, tamafio y localizaciéon de locales, es
algo que afecta a la nueva actividad comercial.
En el disefio del sistema de distribucion de los
locales centrales o plantas que se encargan de
suministrar los productos de consumo a los
locales intermediarios o depositos donde se
distribuyen los productos a los clientes, pueden
influir muchos factores, pero el mas importante
es decidir el nimero y la localizacion de los
locales intermediarios o depdsitos. Esta decision
puede obtenerse resolviendo el modelo de un
problema de localizacién de plantas capacitadas
en dos etapas: TSCFL.

El problema consiste en determinar la
localizacidn 6ptima de los depositos, para poder
suministrar la demanda requerida por los
clientes, obtener una asignacion optima de los
clientes a los depdsitos y determinar el flujo
optimo de los productos de las plantas a los
depositos, mas el costo de transporte de los
productos desde cada centro de distribucion
disponible hasta los clientes, mas el costo fijo de
mantenimiento asociado a cada deposito.
Geoffrion y Grave (1974) usaron el método de
descomposicion de Benders para resolver un
problema de localizacion de depositos en dos
etapas para la distribucion de multiples

II. MATERIAL Y METODOS

El desarrollo del presente trabajo se ha realizado
usando como material de estudio los articulos
descritos en las referencias bibliograficas.
Algunas publicaciones en internet basado en los
planos de corte. En cuanto a la metodologia

ITI. RESULTADOS

En el presente trabajo se ha considerado el
estudio de los cortes Fenchel para resolver el
problema de Localizaciéon de Plantas
Capacitadas de Fuente Unica en dos etapas.
Usando esta metodologia se llega a los
siguientes resultados.

xLas relajaciones Fenchel proporcionan cotas

productos, considerando que solo un deposito
debe satisfacer toda la demanda de un cliente y
ademas debe ser posible la cantidad
suministrada de cada producto desde la planta
origen. En 1991 Hindi y Basta usaron el
algoritmo Branch-and Bound basado en
relajacion lineal, para resolver un problema de
distribuciéon de multiples productos similar al
que presentaron Geoffrion y Graves pero
consideraron que cada cliente podia ser
abastecido por mas de un deposito. Tcha y Lee
(1984) extienden el método de Erlenkotter's
para problemas de localizacion de plantas
simples, a un método de Branch and Bound para
problemas de localizacion no-capacitado de
multiples etapas.

En cuanto a estudios poliédricos Aardal y
Hoesel (1996) proponen nuevas desigualdades
validas para el problema de localizaciéon no-
capacitado de dos etapas. Aardal y Pochet
(1995) también realizaron estudios sobre planos
de cortes para problemas de localizacién de una
y dos etapas.

En un sistema real de distribucion este tipo de
problemas suele tener miles de clientes y cientos
de locales de distribucidon por lo que es un
problema dificil de resolver y la mayoria de
métodos consiste en determinar cotas fuertes en
un tiempo eficiente y que se pueden integrar en
un algoritmo enumerativo para obtener un
optimo global. En este sentido se pueden ver los
trabajos de Klose (1995, 1999y 2000).

usada para el desarrollo del presente trabajo, se
harealizado la discusion y el anélisis del método
de los planos de corte Fenchel para resolver el
Problema de Localizacién de Plantas
Capacitadas de Fuente Unica en dos etapas.

inferiores.

XEl teorema al final del trabajo garantiza la
existencia de las cotas inferiores usando
relajaciones Fenchel.

x La relajacién Fenchel proporciona una
heuristica para una solucién factible lo que
constituye una cota superior.
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IV. DISCUSION

Formulacion y Notacion

Sea 1=1{1,..,m} elconjuntode plantas, /=1{1...n} conjunto de las posibles ubicaciones de los
depositos, K ={1,...k} el conjunto de clientes o puntos de demanda. El modelo matematico del
problema TSCFL es:

min Zzt”‘v”‘{_zzck"yﬂ+Z‘ﬂxj (1)
Lo LI J

Sujeto a: Z}'H =1 VkeK (2)

;

Z dk.}'kj = ujxj- V_,i' = jr (3)
el

Vi — %5 =0 VkeEK,jE] (4)
Zu‘,xJl Ede (5)

Zvuipi viel (6)
i

Dvy=) divy VieJ ™
i [

v, —px; €0 ViELjE] (8)
v; 20 VielLje] (9)

vi; E{01} VkEK,jEN (10)

x; € {0,1} (11)

Donde, la funcién objetivo (1)representa la minimizacion del costo total,Ckj denota el costo de
abastecer al cliente k € K del deposito j €/, fj denota el costo fijo de mantener operativo el
deposito j, u;denota la capacidad de produccion de la planta y la capacidad del deposito £,d,
denota la demanda del cliente k. Las variables de decision del problema TSCFL son:

_ {1 si el deposito j sirve al cliente k
Yiei T 10 en cualquier otro caso

o = {1 si el deposito j esta abierto
770 en cualquier otro caso

v;; = 0 flujo de la planta i al deposito j.

Las restricciones (2) son las de demanda o restricciones del cliente, con ellas se asegura que cada
punto de demanda k, sea totalmente abastecido o suministrado. La restricciéon (3) son las de
capacidad de los depositos y con esta restriccion se asegura que los requerimientos de todos los
clientes o puntos de demanda servidos por el deposito j no pueden ser mayores que la capacidad del
deposito u,.Las restricciones (4) y (5) son redundantes de tipo VUB (Variable de cota superior) y de
demanda total, fortalecen la formulacion de la relajacion lineal del problema y ademads las de
demanda total se usaran para el desarrollo de la heuristica. Las restricciones (6) son las de suministro
o capacidades de las plantas. Las restricciones (7) las de conservacion de flujo. Las restricciones (8)
son redundantes de tipo VUB denominadas de flujo maximo y fortalecen la formulacién de la
relajacion lineal. Larestriccion (9) es la de flujo y es continua.

Si denotamos las restricciones (2) por (D), las (3) por (C), las (4) por (B), las (5) por (T), las (6) por
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(S), las (7) por (CF), las restricciones redundantes (8) por (FM), la (9) por (F) y las restricciones de
integralidad (10) por (I,) y (11) por (I,). Entonces la formulacion del problema es:

E:

n

I n n
min ZZfU Uij + chf}rkj -I-Z}‘:,x‘,
=1

i=1 j=1 k=1 j=1

Suwetoa: (v,y,x)ES
Donde 5 = P[(D), (€), (B), (T), (S), (CF), (FM), (F), (1), (1.)]-

En Cornuejols[8] se establece que si (S)), (S,),...,(S,) denotan a & conjuntos de restricciones,
P(S,,...,S,) representa la region factible definida por las restricciones (S)), (S,),...,(S,) y conv(S,,...,S,,])
es la envolvente convexa de la region factible definida por (S)), (S,),...,(S,),Z. Si el conjunto S se relaja
completamente la cota que se obtiene se denotara por Z'y si las restricciones son de la forma
lagrangeana la notacion de la cota es Z_ Por lo tanto, dado un problema de programacion lineal entera
general

(PE) {min cx , Sujeto a: x € 5}

S§=P(S,....,S,) es el espacio factible. El de las cotas de acuerdo a la relajacion completa y lagrangeana
respectivamente se obtiene de resolver: Z'=min{cx: x BS\P(S)}y Z=min{cx:x BP(S) €conv(S \
P(S))}. SiXesuna estructura especial de (P) que contiene las restricciones de integralidad, X denota
la relajacion lineal de X. La expresion v(P) denota el valor optimo de (PE) y si (LP(*)) es una
relajacion de (PE), entonces v(LP(*)) es el valor 6ptimo de dicha relajacion.

Relajacion lagrangeana para el problema TSCFL

Larelajacion Lagrangeana es una de las técnicas mas usada para obtener cotas inferiores fuertes para
problemas de localizacidn capacitados ademas de ser una buena herramienta para generar soluciones
heuristicas.

Dado el problema TSCFL:

(TSCFL)

m n ™ n n
min Z £+ iy T Z fix;
=1 =1 %=1 j=1 =1

Sujetoa: (v,,x) £,

donde 5= P[(D), (C).(B).(1),(S)(CF),(FM),(F).(,),(1)].

Como el problema TSCFL es una extension del problema SSCFL, la relajacidon lagrangeana puede
realizarse de diferentes formas como puede verse en Klose [13] que relaja las restricciones (C) y (S) y
obtiene la cota Z  KRonngqvist et al. (1997) proponen seis relajaciones Lagrangeanas distintas para
este problema TSCFL. La mejor cota la obtienen de relajar las restricciones (D) y (FM). Marin y
Pelegrin (1999) establecen dos tipos de formulaciones, con dos y tres indices para la variable
asociada al suministro de la demanda de un cliente por una determinada planta.

Cortes Fenchel
Presentamos un resumen de la teoria de planos Fenchel, los detalles pueden verse en Boy (1992, 1993
y 1995)y S4ez (2000). Dado un problema de programacion entera:
(PE) min cx
Sujetoa: Ax<Db

x EX,
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donde x<=®r" una estructura especial, no vacia que contiene las restricciones de integralidad. Lo ideal
seria obtener el optimo global al resolver la relajacion lineal de (PE) pero generalmente esto no
sucede. Todo problema (PE) tiene asociado un problema llamado de senaracion es decir: sea:
S={xeX:Ax<b} elespaciodesoluciones factiblesde (PE). Dado x* € R™ determinar si
x* € conv(S) sino, hallar una desigualdad mx <m, que sea satistecha por todos los puntos de (5)
pero violada por x". En general este problema no esta resuelto. La metodologia de los cortes Fenchel
resuelve el problema de separacidon asociado a la estructura del problema (PE).

Sea X una solucion factible de la relajacion lineal de conv(S). Dado 4 € R", se define f(2) - max(ax:x € x}
vy v() =12 - f(») Una desigualdad vélida de la forma ix < f(1) ‘e llama desigualdad Fenchel y si
v(1) > 0 :ntonces la desigualdad Fenchel recibe el nombre de plano de corte Fenchel. Boyd(1992)
demuestra que existe un 4, tal que u(1) >0 siy solosi % & conv(X) y que el valor de v(4) esta
asociado a la profundidad del corte. También demostrd que A puede restringirse a un dominio
acotado A que contiene al origen en su interior.

Eligiendo el dominio A se tiene el problema de separacion asociado a conv(X):

()] {max v(l): A€A}

La funcion v(4) es céncava, lineal a trozos y tiene informacion subgradiente, lo que permite que el
problema de separacion pueda ser resuelto por cualquier método de optimizacidon no diferenciable:
método subgradiente, de ascenso dual, de ajuste de multiplicadores. Ademas el dominio A puede ser
restringido, lo que reduce el problema de separacion.

Uno de los resultados mas importantes de larelajacion Lagrangeana presentado por Geoftrion (1974)
es la equivalencia entre dualizacién y convexificacion, demostrando que al resolver el dual
lagrangeano (D,) se obtiene la misma cota que el resolver la relajacion lineal dual del siguiente
problema:

(P") {min cx: Ax = b ; x € conv(X)}

Que es el problema convexificado del primal asociado a la estructura X. El problema (P*) quedaria
resuelto si se conociese la descripcion lineal de conv(X). Saez (2000) demuestra que una vez elegido
eldominio A,

conv(X) ={x ER": Ax < f(A),VA € A}

Es decir, el conjunto de desigualdades Fenchel describe a conv(X), esto permite considerar la
relajacion lineal

(LP(X)) {min cxiAx <b; x€X , Ax = f(A),VAE A}

llamada relajacién Fenchel asociada a (X), se resolvera con un algoritmo de planos de corte Fenchel.
Pararesolver el problema de separacion de forma eficiente, es importante la seleccion de la estructura
(X), Saez (2000) demuestra que es necesario que (X) tenga las siguientes propiedades:

.(X) no verificala propiedad de integralidad, es decir que conv(X) c X

. La optimizacion sobre (X) es relativamente facil.

.(X) tiene que ser dispersa o separable.

Relajaciones Fenchel para el problema TSCFL
Considerando la formulacion fuerte del problema TSCFL:

(TSCFL) m n ron n
min ZZtijvij+Zchjykj +Zﬁ-xj
k=1j=1 j=1

i=1j=1

Sujetoa: (v,y,x) €S
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donde S= P[(D),(C),(B),(T),(S),(CF),(FM),(F),(I,),(I,)]. Es posible seleccionar estructuras
especiales de las que se pueden obtener cortes Fenchel y una relajacion lineal que genera una cota
inferior fuerte. Los tipos de estructuras seleccionadas son: no secuenciales y secuenciales.

Estructuras No-Secuenciales
. Sea T,=P((C),(])). Es una estructura separable, entonces

com’(Tl ): ® com’(Tlf )
JedJ

Considerando la relajacion Lagrangeana de las restricciones (D), (S), (CF) y (F) y la relajacién
completa de las restricciones (B), (T) y (FM), el problema convexificado es:

m n T n n
min ) ) Gt ) ) ey ) S
=1 =1

i=1j=1 k=1

Sujetoa: (v,y,x) € P((D), (5),(CcP), (F)) N conv(Ty)

La cota que se obtiene de resolver este problema es: zgg(fg;;; es una estructura que satisface las

condiciones para el uso del algoritmo de planos de corte Fenchel para lo cual se define en R* x R
la funcion f”,tal que

fj()lj,nj) = max{/lfyj +nlxl: (Aj,xj) € le}
T 'no es de tipo mochila propiamente, ni un sistema de independencia, entonces para calcular el
valor de f/(#/,n’) se usa el cambio de variable x/=1-#% gue reduce el problema a uno de tipo

mochila 0 - 1.
El problema convexificado es equivalente a la siguiente relajacion Fenchel:

(LP(T)
min Z Z tivi; + ZZ CiVij + Z fix;
i ko i
Sujeto a: Z ki VkeEK
J

Z'!?ijgpi vicl

J

Zvij :deyh Vje]
%

i
yx)ET

Zaiy,j tnlxl < FI(U, ) Ve (M) € Ay,
i

Los planos de corte Fenchel se obtienen de resolver el problema separador.
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Problema Separador para la Relajacion LP (T,)
Para cada j €/ el problema separador es:

@) max v/ (M, )
Sujeto a: (Aj,xj) €Ay,
donde ()lf,nj) = Ej&fcﬁ; + /% —fj(ﬂj;??j)

($7,%7) es una solucién fraccional y

Ao = (W) € B xR (W), = 1)

el dominio del problema separador (') asociado a esta estructura se puede reducir de acuerdo a
los valores de la solucion fraccional de la siguiente forma:

Dada la solucién fraccional (#7,%/) existe (#.x/) , maximizando »'(+.7') que verifica: (*)

max vf()lj,nf)
Sujeto a: M=1, si =1
A;i =0, si ﬁ; =
© 0<A <1 si0<jy/ <1
7/ =0, si®i=1
nf=-1, si®f=0

-1=<np/<0, si0O</<1

Considerando el cambio de variable x/ =1—2/ la estructura 7] se convierte en un sistema de
independencia y ademas en una estructura mochila 0 - 1, propiedades que permiten aplicar el
teorema 4.5 de Sdez (2000) y deshaciendo el cambio de variable se verifica (*) con mucha
frecuencia la solucion fraccional (§7.27) presenta muchos 0y 1 y resulta de mucha eficiencia en la
solucion del problema de separacion.

Observacion:

La relajacion lineal de la formulacion débil, genera la cota 277" < 257

. Sea T,= P((T),(1,)). Es una estructura del tino mochila agregada, que se reduce a una mochila O -
1 usando el cambio de variable x/ =1 — ¥/

Considerando la relajacion Lagrangeana de las restricciones (D), (C), (B), (S), (CF)y (F)y la
relajacion completa de las restricciones (F'M), entonces la cota que se obtiene y el problema
convexificado es:

n

m T n n
(FM) .
2 pcBS(cF)F min Z Z tijvi; + Z Z CrjVrj + Z fix;
i i k=1 j=1 j=1

i=1 j=1
Sujetoa: (v,y,x) € P((D), (©),(B), (8 (cF), (F)) N conv(T,)
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T,es un conjunto disperso y no presenta la propiedad de integralidad, por lo tanto es posible la
aplicacion de la metodologia de cortes Fenchel.
Se define en R" la funcion:

n
flw) = maxZujxj:x €T,

j=1

Elvalordef se determina resolviendo un problema de tipo mochila 0 - 1. El problema convexificado
es equivalente a la siguiente relajacion Fenchel

(LP(T)) - o ,
min Zztijvgj+zzcijkj+Zﬁxj
k=1j=1 j=1

i=1 j=1

n
Sujeto a: Zykj:l VkeK
=1

+

k=1

n r
=1 k=1
n

Zvi}-Spi Yiel

=1

m

-
vij= ) dpyi; Vi€]
i=1 k=1

v €{0,1} VEEK,j€E]

X €T, Vj€]

n
Y wx<fe vieluen,
i=1

Comparando con la relajacion lagrangeana, en ésta el nimero de variables del problema separador es
a los mas n, nimero que representa a los depositos, mientras que en la relajacion lagrangeana se
necesitan determinar multiplicadores para cada conjunto de restricciones relajadas que sonr+ 2n+r
xn+m+ mx n, por lo tanto se genera un problema dual Lagrangeano dificil con muchas variables.

Otra ventaja es que esta estructura puede usarse para generar soluciones heuristicas y obtener cotas
superiores.

Problema Separador parala Relajacion LP(T,)
T, no esun sistema de independencia, pero las variables x tienen la propiedad de superioridad. Si

(9,9,%) esuna solucién fraccional, para determinar el hiperplano que separa el vector X del politopo
mochila conv(T,) se debe resolver el siguiente problema:

) max v(u)

Sujeto a: HEA,
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donde: v(i) =puX —f(1) y A.={uer™ |l.<1). Por la propiedad de superioridad de las variables x y
si X es una solucion fraccional, es posible fijar valores para el multiplicador if que ayuda a reducir
el problema separador:

Q@) max v(p)
Sujeto a: —1=p; =0, si0O<&=<1
H,J = —1, f =0

.Sea T, =P ((O), (B), (T), (I)). Considerando la relajacion Lagrangeana de las restricciones (D), (),
(CF), (F) y la relajacion completa de las restricciones (F'M), la cota y el problema convexificado
asociado a esta estructura es:

m n
(FM)
2 s(cryF Zztuvu +chk}yk} +Zf}x}

i=1j=1 k=1 j=1

Sujetoa: (v,y,x) € P((D), (C),(CF), (F)) N conv(T3)

T,es una estructura que no es separable ni dispersa y aunque no presenta la propiedad de integralidad,
lo que permitira aplicar la metodologia de cortes Fenchel. Pero resolver el problema separador para
obtener los cortes es un trabajo muy dificil y complicado con un alto consumo de tiempo, por lo tanto,
esta estructura se abordard usando descomposicion lagrangeana.

b) Estructura Secuencial
Dadala estructura T3 =P((C), (B), (T), (I)) no separable ni dispersa y el problema separador dificil de
resolver.

Pero P((C), (B), (T), (1)) = P((C), (B), () n P((T), (1)) = T N T, entonces
conv(T3) € conv(Ty) N conv(T,).

Lo que significa que si remplazamos la estructura 7; por la secuencial 7, y 7, se obtiene una relajacion
mas fuerte, ademds de obtener cortes Fenchel para cada una de ellas como se ha visto en la seccion
anterior. Usando las estructuras secuenciales el problema convexificado es:

m n

ZZ Lijvij +chk1yl’c) +Zf} Xj

i=1 j=

Sujetoa:  (v,y,x) € P((D), ($),(CF), (F)) N conv(Ty) N conv(T,)

La cota que se genera de esta relajacion es equivalente a la cota que se generaria de aplicar la
descomposicion lagrangeana al problema (ZSCFL). Como T, y T, son estructuras de las que se
obtienen cortes Fenchel de la forma:

Zikyk Fulxl < fI(A ) vi€) (M) €Ay
i

=1

Respectivamente. Larelajacion Fenchel asociadaa 7, es:
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(LP(T)
m n r n n
min Z tijvij +chkjykj+2}?xj
i=1 j=1 k=1 j=1 j=1

n
Sujeto a: Zy;q-=1 VkEK
Jj=1

T
k=1

n r
j=1 k=1
n

ZUEISPI' Viel

=1

m T

ZVU = deykj vje]
i=1 k=1

T}'ijz{] VIEI,]E}
(i %) €T

D Ayl i < ) < F(,07) v €], (V,0) € A,
ke

n
Z#;‘xj <f(p) Vj€EJu€A,

j=1

Las restricciones (D), (S), (CF), (T), (F), (I,) son completamente diferentes en las variables y, vy
x, la convexificacidon de T,solo involucra a la variable x, entonces

P((D), (5),(CF),(F)) n conv(T,) = conv((D), (S), (CF), (F),T,)

La cota que se obtiene que esta relajacion es: ZE;Z'E?F,FT /cB

Las cotas que se generan de las siguientes estructuras presentan la siguiente relacion:
Teorema

BT(FM) (FM)
a) ZD.S’(CF)F = ZDS(CF)FT;CB

(FM) (FM)
b) ZDCB.S'(CF)F < ZD.S‘(CF)FT{CB

Demostracion
a) La relacidon de orden entra estas cotas es siempre verdadera pues:

P((D), (5}, (CF), (F}) n conv((C}, (1)) N eonv((T), (1)) = P((D), (€), (CF), (F)) n conv((C), (1))

b) Para demostrar la segunda relacion consideremos lo siguiente:

Como

P((D),(S),(CF), (F)) n conv((C), (1)) N conv((T),(L.)) < P((D), (C),(CF), (F)) N conv((C), (1))
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y ademas conv((C), (1)) < P((C), (B))

entonces el teorema queda demostrado.

V. CONCLUSIONES

1. Los cortes Fenchel es una herramienta que
genera una buena cota inferior para el
(TSCFL).

2. Las cotas generadas por este método pueden
ser incluidos en el método enumerativo
Branch and Bound.
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