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Resumen

Un gran niimero de investigaciones en didactica de la matematica presentan analisis de situaciones de aula que son resultado
de practicas de investigacion o de experimentacion generalmente ligadas a la negociacion de significados (entre el docente
que hace referencia al saber institucional y el estudiante). No siempre el objetivo de la investigacion estd relacionado con
la semidtica directa o conscientemente; pero, aunque esto no sea asi, siempre es posible proponer la semidtica como lente
para interpretar los resultados, como medio para una lectura comtn. En este articulo quisimos recoger resultados de dos
investigaciones experimentales, diversas entre si (hechas con estudiantes de diferentes niveles escolares) e interpretarlas
desde un punto de vista semiotico. Dichas investigaciones las realizamos entre 1996 y el 1999; ya estan datadas y son muy
diferentes entre ellas, pero aqui las reunimos porque nos interesa analizar sus resultados desde una perspectiva semidtica. Las
investigaciones tienen como base los siguientes temas: dominio de los instrumentos algebraicos para calcular el volumen de
una piramide ideal vs el fracaso en el calculo del volumen de una pirdmide real (8° afio de escolaridad); analisis del dominio de
diversas representaciones semidticas del concepto de relacion binaria en un ejemplo particular (diversos niveles de escolaridad).
De cada una de estas investigaciones se da una breve descripcion; y se remite al lector a la bibliografia que acompana cada
estudio, por si es el caso que desea conocer en profundidad la investigacion a la cual se hace referencia.

Palabras clave: Situacion de aula, practica investigativa, representaciones semioticas de los objetos matematicos, dualidad
significante /significado.

Abstract

Much research in mathematics education presents analyses of classroom situations that are the result of research or experimental
praxis generally linked to negotiation of meaning between the teacher, who refers to institutional knowledge, and the student.
The focus of this research is not always related directly or consciously to semiotics, but even when this does not happen it
is always possible to propose semiotics as a perspective for interpreting the research or as a means to achieving a common
reading. Our intention is to take the results of two different experimental research projects, each one conducted with students
from different school levels, and interpret them from a semiotic point of view. These researches were conducted between 1996
and 1999 and have very different characteristics, but they can be linked together by analyzing them from a semiotic point of
view. They are based on the following topics: the domain of algebraic tools for calculating the volume of an ideal pyramid
vs. the failure in calculating the volume of a real concrete pyramid (8th year of schooling); analysis of the domain of various
semiotic representations of the concept of binary relation in a particular example (different levels of schooling). For each of
these examples, we propose a brief description together with bibliographical references that will enable the reader who wishes
to study in more depth the research in question.

Keywords: Classroom situation, research practice, semiotic representations of mathematical objects, duality signifier / signified.
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Los elementos basicos sobre la utilizacion de la semidtica en el analisis de las situaciones de aula

Introduccion
Premisa

El objetivo de este texto es el de presentar investigaciones realizadas tiempo atrds cuyos resulta-
dos ya fueron publicados, pero analizadas con 0jos mas modernos, con los instrumentos analiti-
cos y criticos que la semiotica ofrece hoy en dia. Por lo tanto, primero se presentan brevemente
las investigaciones y sus resultados y después se comentan bajo una vision semidtica, como lo
dice el titulo. El foco comun de los analisis son las relaciones entre significantes (registros de
representacion) y significados.

Estudio I: El volumen de una piramide.

Preliminares relativos a la investigacion

En el trabajo de A. Cassani, Deleonardi, D’Amore & G. Girotti (D’Amore siendo titular del

curso de Didactica de la Matematica, y los otros tres autores estudiantes del curso) (Cassani &

otros, 1996), se consideran como problemas rutinarios los ejercicios en los cuales se debe cal-
cular el volumen de una pirdmide recta de base cuadrada, cuando se dan las medidas del lado de
la base y de la arista lateral. El estudiante aplica un procedimiento que conoce muy bien, usando
dos veces el teorema de Pitdgoras. Son ejercicios rutinarios para un curso de 3° de educacion
media en Italia (grado 8°, 13 afios), que se resuelven generalmente al final del afio escolar (en
el mes de mayo segun el calendario italiano)®. La difusion de este ejercicio en las escuelas es
tal que parece razonable hacer la hipotesis de que un alto porcentaje de estudiantes lo pueden
resolver correctamente.

Los investigadores, entre los cuales estaba uno de los autores del presente articulo se pregun-
taron:

1. (Cuadl seré la actitud del estudiante frente a una situacion decididamente poco comun en
la cual se proporciona una piramide real, y no un simple dibujo, para medir el volumen de
dicha piramide (modelo concreto)?

2. (Se tendra, por parte de los estudiantes, un comportamiento dirigido principalmente a usar
el conocimiento formal (la férmula que se usé en el desarrollo del ejercicio escrito) que
requiere para resolver el problema cuando frente a si tiene el objeto concreto o, por el
contrario, se hara evidente el contraste entre la aplicacion de una formula en condiciones
rutinarias y la aplicacioén de la misma en una situacion del todo insolita?

3. (Qué diferencia se presenta en las respuestas, si el problema con la piramide concreta se
propone inmediatamente después de la resolucion del problema formal, o si se propone sin
ninguna referencia explicita a este tipo de problema formal?

? El sistema escolar italiano prevé: 5 anos de escuela primaria (6-11 afos), 3 afios de escuela media (11-14 afios) y 5 afios de escuela superior
(14-19 anos).
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4. (Qué diferencia se presenta en las respuestas si se da al estudiante s6lo la pirdmide (modelo

concreto) con la tarea de medir el volumen, o si se le proporciona dicha pirdmide junto con
un instrumento de medida como una regla? En este caso, ;se dirige la atencion del estudian-
te a la medicion de algo si se da el instrumento?

Hipotesis

Las hipotesis de la investigacion, que se presentan en seguida, fueron las siguientes.

Hipotesis 1: Se tomd como hipdtesis de base que los estudiantes de este nivel escolar sabian
resolver el problema rutinario para este momento particular del afio escolar; pero dicha hipo-
tesis se debia verificar. Si se verificaba, serian interesantes las siguientes hipotesis.
Hipotesis 2: Se supone un fuerte descenso, en porcentaje, de los estudiantes que resuelven el
problema concreto respecto a los que lo resuelven de forma rutinaria. Ademas, si el problema
con la piramide concreta se propone después de la resolucion del problema formal, aumen-
tara probablemente el porcentaje de estudiantes que tenderdn a repetir la misma estrategia de
solucion.

Hipotesis 3: Pareceria plausible considerar que el contacto con la piramide real podria haber
hecho pensar en sistemas de calculo del volumen que no requiriesen el uso de las medidas de
las aristas (por ejemplo, la inmersion en un cilindro graduado lleno de agua), mientras que
proporcionar explicitamente una regla orientaria a reconducir el problema sobre la piramide
real, a lo formal y rutinario.

Método

Para llevar a cabo la investigacion se hicieron pruebas experimentales durante tres afos (1992,
1993, 1994), en clases de 3° de educacion medio (8 ° grado) en Bologna (norte de Italia) y en

localidades cercanas con una poblacion de mas de 200 estudiantes. Trabajamos siempre con los
estudiantes en la Gltima semana del afio lectivo; momento en el cual, segiin varios docentes de

la escuela media, el ejercicio propuesto por nosotros seria realmente (o deberia ser) considerado

rutinario.

Se eligi6 el siguiente ejercicio sugerido por los docentes y presente en los libros de texto: Se

da una piramide recta de base cuadrangular regular con vértice V y base ABCD.

Calcula el volumen de esta piramide.
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AB=10cm
AV =20 cm

A B

Figura 1. Representacion de la piramide

El ejercicio se escribid en una hoja tamafo carta, se fotocopid y se entregd una copia a cada
uno de los estudiantes elegidos para realizar el test de resolucion escrita.

Tabla 1. Datos del ejercicio de acuerdo a cada experimento realizado en afios 1992 al 1994

Afo 1992 1993 1994

N° alumnos N=87 N=93 N=15

Instrumento Test + 68 solo test Sélo entrevista

Caracteristicas  unas entrevistas |0 test+entrevista(*) 5 piramide maciza
15 sélo entrevista(*) 5 esqueleto

5 las dos (**)

Hipotesis | Verificar los resultados de la hipotesis | Verificar la hipétesis 3.
del ano anterior.
Verificar la hipotesis 2

Experimento 1993. (*) 25 entrevistas eligiendo de forma aleatoria 5 alumnos de cada una
de 5 clases diferentes: de manera aleatoria a 15 se les dan las dos pirdmides, 10 s6lo piramide
maciza y luego se les muestra el esqueleto. A cada uno de los 25 se le proporciono-una regla,
con la tarea de medir el volumen de una de las 2 piramides, la que eligiesen (o de la piramide
maciza). Los estudiantes disponian, en todo momento, de hojas en blanco y de un boligrafo. Los
15 entrevistados que no realizaron el test escrito, no conocian el contenido del mismo; los 10
entrevistados, que si lo habian realizado, fueron entrevistados apenas terminado el test escrito.

Experimento 1994. (**) Los 15 entrevistados pertenecian a tres clases distintas (5 por clase)
elegidos de forma aleatoria. No se proporcionaba nada mas de forma explicita y la consigna era
idéntica: «Encuentra el volumen de ésta piramide» (en el caso de una sola), o bien: «Encuentra
el volumen de una de estas piramides, la que tu elijas» (en el caso de disponer de las dos).
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Resultados

Recordemos que en 1992 realizamos el test escrito solo para verificar si los estudiantes sabian
resolver el problema rutinario. Encontramos los siguientes resultados:

Tabla 2. Resultados de la prueba de acuerdo a los test realizados (1992-1993)

Prueba sustancialmente  Prueba no terminada o
, o Prueba non aceptable
Prueba co- correcta (solo errores  confusa; pero indica que ;
, . y con errores geomé-
rrecta de calculo o de aproxi- el alumno sabe lo que tricos
macion) tiene que hacer
1992
(test escrito a 53 20 6
n=87 estudian- 8
tes)
91%
1993
(test escrito a
. 77% (*
n=78 estudian- ¢
tes)

Nota: (*) La explicacion del resultado mas bajo para nosotros fue la siguiente: la prueba del afio 1992 se realizé en la ciudad de Bologna,
mientras que la de 1993 se llevo a cabo, principalmente, en las escuelas de la periferia o en centros no urbanos. Esta ampliamente demostrado
que el resultado de la escolaridad obligatoria en los centros urbanos es superior a la de las zonas rurales, en todos los paises.

Con referencia a la Hipdtesis 2, veamos los resultados que se obtuvieron con los 25 estudian-
tes que se entrevistaron en 1993.

Tabla 2. Resultados de la entrevista en el afio 1993

Estudiantes que miden la arista de la base y la altura de la

piramide maciza, apoyando la regla sobre la mesa en la cual

estaba la piramide y manteniéndola perpendicular, trazando

una paralela imaginaria al plano de la base, desde el vértice Estudiantes que miden la arista de la base y
de la piramide a la regla: 2; otro segmento: 23 (¥)

[uno disponia de la piramide maciza Unicamente y el otro

disponia de las dos piramides; el primero habia resuelto el

problema de rutina con anterioridad y el otro no]
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(*) De estos 23:

Miden ademas la apotema aproximando la regla a una cara de la piramide

Miden ademas la arista lateral . . :
(independientemente de que se trate de la maciza o del esqueleto)

6 17
De estos 17:
De estos 6: 9: proceden después correctamente, aplicando el teorema de Pitagoras

I: usa las medidas para reconducir una sola vez a las medidas de la mitad del lado de la base y a la apotema
su estrategia al caso del problema medida (por tanto, desarrollan un procedimiento de rutina conocido)
formal, como declara de forma 8: proceden como si la apotema encontrada fuese la altura y, por tanto,
explicita proponen la formula: area de la base por la altura (que en realidad es la
5:no completan el procedimiento apotema) dividido por 3

[de estos 8, solo 3 escriben su procedimiento sobre el papel]

El comportamiento de los estudiantes es variopinto y, por tanto, tendriamos que presentar de
forma mas detallada otros casos que observamos. Pero, por el fin de este trabajo, no entramos
en detalles que el lector interesado puede ver en el texto original (Cassani et al. 1996, p. 24).

En lo que respecta a la Hipotesis 3, veamos los resultados que se obtuvieron con los estudian-
tes entrevistados en 1994.

De los 15 estudiantes, ninguno propuso estrategias para calcular el volumen de la piramide que
no implicase la medida de alguna arista; en particular, ninguno pens6 en sumergir la piramide en
un cilindro graduado lleno de agua o cosas similares, ni siquiera en el caso de la piramide maciza.

Ademas, la posibilidad de usar la regla como instrumento para medir algo con lo cual poder
evaluar el volumen aparece solo en 5 de los 15 casos; en 9 casos la regla es aceptada tras una
propuesta explicita del entrevistador; en un sélo caso el instrumento se considera inutil («Pero
€sta, no sé€, no sirve para naday), incluso después de haberlo propuesto el entrevistador.

Resumamos las diferencias encontradas entre los 40 entrevistados (entre 1993 y 1994) bajo
otro punto de vista que sera interesante mas adelante.

Tabla 3. Disefio experimento entrevistados 1993 y 1994*

Realizando el test previamente Sin realizar el test previamente
Con regla 10 15
Caso A Caso B
Sin regla 15
Caso C

Nota: *(n=25+15 =40)
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Discusion
Podemos ahora discutir los resultados de las investigaciones de los afios 1993 y 1994.

Hipotesis 1. Con relacion a la Hipotesis 1, los resultados la confirmaron plenamente; esto
hace interesante la discusion de la Hipdtesis 2.

Hipotesis 2. La Hipotesis 2 también se confirm6. De los 10 estudiantes entrevistados que se
sometieron al test escrito [caso A], s6lo uno replica el problema de rutina. La realizacion an-
terior del test no lleva a repetir la misma estrategia frente al problema concreto. Si se tiene en
cuenta que la entrevista se realizd poco después de la prueba escrita, se corroboraba que, para
muchos estudiantes, no hay relacion alguna entre la prueba formal “de rutina” y la situacion
concreta “poco comun”.

Por otra parte, se confirmo el fuerte descenso en el porcentaje de estudiantes capaces de re-
solver el problema concreto; lo hicieron sélo 10 de los 25 estudiantes (el 40%), uno replicando
el ejercicio escrito y 9 usando otra estrategia (la que usa la arista de la base y la apotema y, por
tanto, una sola vez el teorema de Pitagoras). Estos 9 estudiantes pertenecen a los dos casos Ay
B, indistintamente.

Confirmamos que porcentualmente no aparece en absoluto relevante la opcion de reutilizar
el procedimiento del test escrito. Sin embargo, se debe decir que 6 de los 10 estudiantes usaron
la hoja y el boligrafo intentando, cuando menos, rehacer (inspirandose en la piramide concreta)
un dibujo como el del test escrito, aunque con gran dificultad.

Hacemos notar que la eleccion entre la piramide maciza o vacia no modifica las respuestas de
los estudiantes, al menos en lo concerniente a la Hipdtesis 2.

Destacamos que de los 15 estudiantes a quienes se les dio la posibilidad de elegir entre la
piramide maciza o el esqueleto, 11 eligieron la maciza y 4 la vacia; charlas informales con ellos
nos inducen a pensar que la eleccion fue debida sobre todo a un hecho estético: la piramide de
madera esta bien hecha, es elegante, mientras que la de metal tiene la punta ligeramente mocha.
La eleccion de la maciza parece contrastar con un hecho observado marginalmente: de los 78
estudiantes sometidos al test escrito en el ano 1993, 68 dibujaron las aristas no visibles en el
dibujo que les propusimos.

Hipotesis 3. En cuanto a la Hipdtesis 3, repetimos que de los 15 estudiantes sometidos a la
prueba, ninguno propuso metodologias de evaluacion del volumen distintas a la de la medida
de las aristas. Por tanto, nuestra Hipotesis 3 aparece totalmente desmentida.

En el curso de las entrevistas se presentaron casos particulares de interés; aqui omitimos la
descripcion de estos puntos, remitiendo a los interesados al texto integral de la investigacion
(Cassani & otros, 1996).
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Respuestas a las preguntas planteadas

Es indudable que salir de las situaciones de rutina para introducirse en situaciones “poco comu-
nes”, alejandose las clausulas adquiridas por contrato didactico, lleva al estudiante a una actitud
de incertidumbre.

Por otra parte, un procedimiento rutinario parece desligado de la préactica, dado que son muy
pocos los estudiantes capaces de conectar el problema concreto con el ejercicio rutinario, inclu-
so si este Ultimo ha sido resuelto correctamente.

Parece no existir una diferencia significativa entre el hecho de que el problema concreto, en este
caso con la piramide, sea propuesto, o no, a continuacion de un test escrito sobre el mismo tema.

La incertidumbre causada por el caso real es evidentemente la connotacion mas fuerte de toda
la prueba.

La presentacion de la piramide concreta junto con un instrumento como la regla, da resulta-
dos diferentes al caso en el cual la pirdmide se presenta sola, sin dicho instrumento. La presen-
cia de la regla impulsa (no siempre de inmediato) a los estudiantes a medir alguna arista (muy
difundida y casi espontdnea la medida de la arista basica, como hemos visto). La ausencia de
la regla deja sorprendidos a gran parte de los estudiantes; solo la sucesiva sugerencia por parte
del entrevistador de pedir cualquier cosa para actuar, los lleva a aceptar hacer uso de este ins-
trumento, pero con dificultad. Algunos testimonios manifiestan que la pirdmide real queda fuera
de las costumbres didacticas (Giada, 1975, p. 77, declaré: «La piramide la hemos encontrado
en el libro de geometria y luego hemos aprendido las férmulas»). Otros testimonios muestran
que algun estudiante se cree obligado a reconducir la situacion a un caso formal, “de rutina”
(Carmelo usa la hoja y el 1apiz para dibujar una piramide, después pide la regla y mide la altura
de la piramide dibujada; pero a continuacion parece expresar la duda de que esa altura podria
no ser la misma de la pirdmide real propuesta por nosotros).

Hay muchos estudiantes que, incluso disponiendo de la regla y de la piramide, no saben re-
solver el problema real (Mohamed, 1978, p. 225, establecid la hipotesis de que la regla no sirve
para nada, ya que, segln ¢él, «los datos se deben dar al azary).

También es posible la aparicion de artificios («trucos») orientados a encontrar la solucion:
Enrico encastra la piramide maciza dentro de la otra y declara que, conocido el volumen de una,
se conoceria el de la otra.

Emergen, ademds, de forma dramatica, errores de todo tipo. Federica, aun encontrandose
frente a una pirdmide maciza, habla de las “dos” bases de la pirdmide; otros hacen referencia a
formulas no adquiridas en la escuela que evocan s6lo vagamente la formula del volumen de la
piramide, situacidn esta ultima que no se presentd, en ningun caso, en el test escrito “de rutina”,
como vimos precedentemente.
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(Por qué esta notable dificultad para los estudiantes? En nuestra opinion, las causas son por
lo menos las siguientes.

El problema no rutinario. Algunas clausulas del contrato didéctico establecen que el tra-
bajo en la escuela debe ser repetitivo; un elemento novedoso introducido en la rutina escolar
desestabiliza la relacion didactica; el ajuste necesario no se puede hacer de un dia para el otro,
pues toma tiempo (Véanse las célebres observaciones de Wertheimer a este propdsito en el
clasico Wertheimer, 1959, p. 321 y el paragrafo 13.3. de D’ Amore, 1996, p. 45 y D’ Amore
2011, p. 51). Seria como introducir un elemento nuevo entre la ingenieria didéctica o en el
milieu y esto cambia la conformacion del tridngulo de la didéactica en unos de sus elementos.

La quimera del cadlculo exacto. El exceso de uso de cifras después de la coma en los ejer-
cicios y la escasa presencia en la escuela de una sana actividad de aproximacion, induce la
creencia, tal vez inducida explicitamente, que en matematica se debe siempre operar “de
forma exacta” (cualquiera que sea el significado de esta frase). Medir directamente la altura,
sabiendo que esto producird medidas no exactas sino aproximadas, incomoda a la mayor
parte de los estudiantes (incluso si esta actitud no se muestra a menudo de forma consciente
y explicita).

La falta de experiencia con material concreto. Consideramos util, en general, salir de la
rutina proponiendo problemas que se salgan de lo habitual y mejor aun si estan ligados a la
experiencia concreta. El caso del “volumen de la piramide”, examinado aqui, no es mas que un
ejemplo, pero ya que se ha trabajado sobre esto, nos parece util recomendar no menospreciar
los problemas concretos. Estamos de acuerdo con Fischbein (1993, p.58) y Fisher (1978, p.
79) sobre el peligro que se corre al transformar toda la geometria en modelos concretos (véase
también Mariotti, 1989, 1991, 1992 a, b), pero de esto a hacer un menosprecio total, nos parece
que hay una gran diferencia.

Un punto de vista semioético

(Qué es para el estudiante de 8° grado una piramide? Existe una contradiccion evidente y
explicita. Si se habla de vida vivida, de historia, de viajes, entonces la pirdmide es una forma
arquitectonica que remite a Egipto, a Chichén Itza, o al museo Louvre. Pero si se habla de mate-
maticas, en I[talia la piramide como objeto forma parte de la modelizacion matematica hasta 5°
grado de primaria y después desaparece; reaparece en 8°grado con representaciones esquemati-
cas de disenos de piramides vistas en perspectiva y en forma estereotipada estandar, aquella de
los ejercicios que se encuentran en manuales o que el docente propone como tarea para verificar
sustancialmente dos cosas: los conocimientos acerca de algunas nociones relativas al objeto
matematico piramide; el dominio de la aplicacion del teorema de Pitagoras.
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Existe un salto semidtico fuerte que nos lleva a pensar en la oposicion entre realidad, modelo
concreto, representacion figural y objeto matematico que, si ya esta construido, podria estar a la
base; y, todo esto, como resultado que emerge de la practica escolar.

En la situacion de aula, en funcién del contrato didéctico y por el continuo uso de registros
semioticos que, a veces, operan uno dentro del otro, paraddjicamente, la propuesta de un mo-
delo concreto (pirdmide maciza de madera o pirdmide “esqueletada” de metal), al contrario de
dar tranquilidad por la posibilidad que lleva a la realidad, crea incertidumbre por la aparente
contradiccion respecto a lo habitual.

Nosotros consideramos que la representacion semidtica figural de la piramide en perspectiva
deberia ser la esquematizacion de la realidad, no ser /a realidad; porque en tal caso hay algo
que no esta bien. Tanto la piramide (modelo concreto) como el disefio en perspectiva no son
sino representaciones semioticas del objeto matematico “piramide”; tanto el modelo de madera
como el de metal deberian ser interpretados como la referencia concreta a la cual el dibujo que
aparece en el texto escrito de la tarea inicial hace alusion. Si asi no es, significa, segiin nuestra
opinion, que en la cadena significativa o representativa algo fallo.

Estudio 2: Aprender a comparar las diferentes representaciones de una re-
lacion binaria

Preliminares a la investigacion
En D’Amore (1998, p. 66) se afronta el tema del aprendizaje de diferentes representaciones
de una misma relacion binaria, para discutir como el sujeto establece relaciones entre diversas
representaciones.

Pero esta investigacion necesita de consideraciones preliminares.

Raymond Duval (1993, p. 59) deja claro que, a menudo en matematica, se usan distintos
significantes para referirse a un mismo significado.

Ejemplo 1.° Los tres significantes diferentes: 0,5; 1/2; 5x10-1 representan el mismo objeto.
Son, pues, significantes distintos de un mismo significado, asumido como objeto y, por tanto,
denominado significado-objeto.

* Los dos ejemplos siguientes han sido extraidos de (Duval, 1993).
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v
Figura 2. La desigualdad x > 0 en R'R

Son dos significantes distintos del mismo significado-objeto [el objeto en cuestion es el se-
miplano (abierto)* de las abscisas (x) positivas]. Por tanto, en el trabajo citado, el autor estudia
el caso de distintos significantes S, S ..., S de un mismo significado S, en el caso en el cual S
es un determinado objeto matematico.

Siguiendo las ideas de Duval, se puede plantear el caso en el cual el objeto a estudiar sea una
relacion binaria entre conjuntos; esta relacion se puede describir recurriendo a distintos regis-
tros de representacion dando lugar a un caso anéalogo al precedente. Se trata, pues, de distintos
significantes de un mismo significado, pero en el caso especifico en el cual este Gltimo es la
expresion de una relacion binaria que se llamara, en lo que sigue, objeto relacional.

Verona ‘
Firenze ®
Bologna ® 1
Pisa ®

Reno Arno Adige

Figura 3. Representacion en plano cartesiano (numero de orden 1).

* En tal sentido, la figura es ambigua y por esto es necesario especificar.
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Reno Pisa
Arno Bologna
2
Adige Firenze
Verona

Figura 4. Representacion en Euler-Venn (niimero de orden 2).

v Reno | Arno | Adige
Verona X
Firenze X
3
Bologna| X
Pisa X

Figura 5. Representacion en registro tipo Carroll (nimero de orden 3).

El Reno es el rio de Bologna,
el Arno es el rio de Firenze y de Pisa, 4
el Adige es el rio de Verona.

Figura 6. Representacion proposicional (numero de orden 4).

El mismo objeto relacional se expresa mediante cuatro registros de representacion distintos
que usualmente se denominan: 1. Cartesiano, 2. de Euler-Venn, 3. de Carroll, 4. Proposicional.
Como se ve, no nos interesa que el objeto en discusion sea matematico [aqui el objeto en
discusion podria remitir a la geografia: «rios que pasan por ciudades»]; lo que es importante
para nosotros es la relacidon entre entes: es el concepto mismo de relacion el que tiene natu-

raleza matematica.
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Ejemplo 2. Consideremos dos representaciones:

a+b
A
e N
b a
a
axb a’
at+b <
b
b’ axb

Figura 7. Cuadrados y rectdngulos en representacion grafica (nimero de orden 5).

* la escritura algebraica: (atb)’=a*+b*+2ab

+ el area de la siguiente figura 5, pensada como la descripcion grafica de una relacion entre el
cuadrado cuyo lado mide a+b y las siguientes subdivisiones de su superficie: el cuadrado cuyo
lado mide a, el cuadrado cuyo lado mide b y los dos rectangulos cuyos lados miden a y b.

Es evidente que se trata de dos registros de representacion distintos, uno extraido del lenguaje
algebraico, el otro del lenguaje figural (geométrico-sintético) de un mismo objeto relacional,
esto es, de la relacion existente entre el 4rea del cuadrado de lado a+b y la de los cuadrados de
lados a y b, ademas de la del rectangulo de lados a y b’

Ejemplo 3. Consideremos la relacion entre nimeros reales que asocia a cada numero su do-
ble; el objeto relacional (significado) es dicha relacion en R2. Puede ser representada acudiendo
a distintos registros de representacion, por ejemplo, a los siguientes:

Registro: lenguaje algebraico: y = 2x con x€R, y y €R pensado no como objeto-recta, sino
como relacion entre nimeros reales

’ Véase (Bagni, 1996) para ejemplos de este tipo.
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-4

(CE N N Y RN I

Figura 8. Representacion con numeros reales (numero de orden 6).

pensada a propdsito como una tabla que evidencia la relacion entre nimeros; obviamente la
representacion es parcial y sirve s6lo como indicacion;

A
v

Figura 9. Representacion cartesiana (nimero de orden 7).

pensado como una grafica que ilustra la relacion entre nimeros, tales que uno es el doble del
otro; registro: proposicional: La relacion en R entre x e y es tal que y es el doble de x (expresion
proposicional).

Ejemplos de este tipo hay muchos (disponemos de una coleccion bastante consistente, resul-
tado de la practica escolar, en todos los niveles escolares, y de los libros de texto).
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El problema de investigacion
Es posible plantear varias preguntas sobre este tema.

(Es posible considerar como equisignificantes los distintos significantes de un mismo sig-
nificado, en el caso en el cual tal significado sea un objeto relacional? Es decir: ;Es neutra la
eleccion de registro representativo?

(Cada uno de los significantes proporciona la misma cantidad y tipologia de informacion?

(Es “fécil” el paso de un registro a otro? Si llamamos a este paso “traduccion” entre expresio-
nes Ay B, ;es posible pensar que A y B son consideradas semanticamente equivalentes?

Las preguntas anteriores se pueden plantear en todos los niveles escolares; pero lo que nos in-
teresa aqui es plantear la cuestion en términos de epistemologia del aprendizaje y, precisamen-
te, en el ambito de la comunicacion didactica: json equivalentes los instrumentos lingiiisticos y
representativos utilizados en la comunicacion en el aula?

Transformamos pues las mas que licitas (y, a nuestro parecer, necesarias) preguntas prece-
dentes en peculiares problemadticas de caracter didactico.

(Cual registro representativo ve el alumno de forma inmediata? Por ejemplo, considerando
s6lo dos categorias, la algebraica y la figural,® ;cual es privilegiada de forma espontanea? ;La
respuesta a esta pregunta depende del nivel escolar y, por tanto, de la edad?

(Hasta qué punto el estudiante esta dispuesto a admitir que se trata de registros representati-
vos distintos (y por tanto de significantes distintos) de un mismo significado-objeto relacional?
Ve el estudiante tal objeto relacional como objeto o lo considera s6lo como relacion entre
conjuntos? ;Logra traducir de un registro a otro? ;Con qué facilidad? ;En qué sentido es mas
facil tal traduccion? ;Por qué? ;Cudles son las causas de eventuales dificultades?

En todo esto, ;desempenan algin papel las clausulas del contrato didactico? ;Cual? Por
ejemplo, ;es licito decir algo en matematica “s6lo con palabras”?, es decir, jusar como registro
representativo el proposicional?

(Qué obstaculos intervienen sobre la capacidad de reconocer que varios significantes relacio-
nales corresponden, sin embargo, al mismo significado-objeto relacional? Por ejemplo, ;obs-
taculos externos (de naturaleza extra-relacional) u obstaculos internos (ligados, pues, a casos
aislados)? Y ;como se manifiestan? ;Como se dan cuenta de esto los estudiantes?

(No podria ser que la relacion se viese mas como instrumento que como objeto?’
Las preguntas podrian continuar; es obvio que el objeto de estudio disenado precedentemente
es muy amplio y complejo; supone la intervencion de distintas competencias y exige por tanto
muchas pruebas empiricas y analisis, no banales, de los resultados.

En este trabajo, nos limitamos a un simple ejemplo que describiremos en detalle.

® Kaldrimidou (1987) y Bagni (1996), sobre el tema de la visualizacion, muestran que el asunto es més bien complejo.
7 Una clara referencia a Douady (1984/86).
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Limitacion del campo de investigacion
Al elegir el ejemplo para realizar la investigacion, nos vimos obligados a limitar el campo.

Preferimos evitar la presencia de variables relacionales, es decir simbolos como R en escritu-
ras del tipo xRy, fijando una R muy precisa. Somos conscientes que la presencia de este tipo de
escritura modificaria completamente el sentido y los resultados de la experiencia.

Evitamos la presencia de variables individuales, es decir simbolos como x 0 y en la escritura
precedente, fijando simplemente dos conjuntos de objetos a los cuales referirse explicitamente.

Estas decisiones redujeron el peso de la investigacion, en la primera fase. En otras palabras,
nos limitamos a un ejemplo particular que expresa una cierta relacion muy concreta entre dos
conjuntos dados; nada impide, a otros investigadores o a nosotros mismos, realizar otras prue-
bas en casos cada vez mas generales. Consideramos que debiamos iniciar con el caso mas ele-
mental, de forma tal que nuestros estudiantes lo pudiesen entender.

Consideramos un mismo significado que fuese un ejemplo clasico de objeto relacional para
la escuela obligatoria, pero expresado en 4 diferentes registros de representacion [r.r.] (es decir,
a través de 4 significantes distintos):

r.r.: de Carroll (a continuacion, lo llamaremos: 1)
r.r.: cartesiano (2)

r.r.: de Euler-Venn o de flechas o sagital (3)

I.I.: proposicional (4).

Esta en . . .
a1 —> | Grecia | Italia |Francia
|
Atenas X
Milén X
Paris X
Roma X
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) Atenas l

Milén ®

Paris [

Roma ®

Estien = Francia Italia Grecia

3 '
Francia
Italia
Grecia
C))

Atenas esta en Grecia, Milan y
Roma estan en Italia y Paris esta
en Francia

Figura 10. Esquema de representacion con 4 sistemas de simbolizacion

Se tuvo presente que en los libros de texto usados en las clases de primaria (de 1° a 5°, 6-10
afios) en las cuales se realizo la experiencia (en Italia), se citaban expresamente y se explicaban
lost. 1. 1,2 y 3. En los libros de secundaria de primer grado (de 6° a 8°, 11-13 afios) y de los
primeros anos de secundaria de segundo grado (9°y 10°, 14 — 16 afos) se usaban solamente sin
una explicita explicacion los mismos r.r.; pero tales r.r. no se encontraban repartidos por igual
en todo el texto: el r.r. 3 aparecia en diversos ejercicios, mientras los r.r. 1 y 2 aparecian en la
parte tedrica, no muy usada por los docentes. En los libros de texto de secundaria aparecia s6lo
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un ejemplo de r.r. 2, algunos del 3 y no se encontraron r. r. del tipo 1: pero todo esto en la par-
te tedrica y nunca en la parte de ejercicios la cual siempre es mas extensa que la parte tedrica
(excepto en un ejercicio de logica en el cual aparecia el r.r. 2); incluso en este caso, la parte de
teoria fue descuidada por parte de los docentes, por admision de ellos mismos.

Respuestas preliminares y metodologia.

Con el objetivo de iniciar a dar respuestas preliminares a algunas de las preguntas planteadas
anteriormente, se propuso a 152 estudiantes de 4° de primaria (9-10 anos), 161 de 2° de edu-
cacion media (7°, 12-13 afios) y 98 de educacion media superior (9°-11°, 14-16 anos) (en total
411 estudiantes), el analisis de los 4 significantes (cada uno en un folio de formato AS), plan-
teandoles una serie de preguntas (que explicitaremos a continuacion).

Primera pregunta (un tanto vaga, formulada sdlo para verificar si el estudiante se da cuenta,
sin sugerencias y por tanto espontineamente, que se trata de un mismo significado-objeto re-
lacional): «Observa estas 4 hojas. ;Qué piensas?». Si el estudiante dice, de forma aceptable y,
sobre todo, consciente, que se trata de 4 significantes distintos de un mismo significado, bien;
en caso contrario se le encaminé en esta direccion con la segunda pregunta: «;Hay dos que
dicen lo mismo?», con la idea de que primero vea dos y luego tres o todos.

Asi las cosas, se le plantea la tercera pregunta: «;Cual consideras sea el mensaje mas claro,
significativo, legible, comprensible?».

Sélo a los estudiantes de la escuela secundaria, una vez establecido que se trata de cuatro men-
sajes equi-significantes, se les proponia la cuarta pregunta: «Si ti fueras un maestro de tercero de
primaria y quisieras que tus estudiantes entendieran, ;cudl de las cuatro hojas elegirias?».

La idea clave es que el estudiante no siempre identifica el mensaje mas claro para €l, con el
que piensa que seria el mas claro para un nifio pequefio (véanse las conclusiones de D’ Amore
& Sandri, 1996, al respecto). El estudiante revela de esta forma la que considera seria la elec-
cion mas plausible del estudiante mas pequeiio o la suya de ese entonces o, de forma oculta,
la que ¢l prefiere actualmente (eleccién que no siempre puede dejar ver directamente a causa
de ciertas clausulas del contrato didactico que le impiden revelar sus preferencias reales (para
un analisis de las clausulas de este tipo, véase D’ Amore & Sandri, 1996, p. 68 donde se trata
la cuestion de esta investigacion detalladamente; y D’ Amore, Fandifio Pinilla, Marazzani &
Sarrazy, 2010, p. 37 donde la idea de contrato didéctico es analizada desde un punto de vista
mucho mas moderno).

Todo este andlisis se realiz6 mediante entrevistas directas (que se registraron y se transcribie-
ron, escuchando y discutiendo en mas de una ocasion cada una de las intervenciones). Se pen-
saba que no se podrian haber recogido opiniones relevantes a través de un simple test escrito, en

¥ Es decir, de la escuela media (11-13 anos) o de la escuela secundaria (14-16 afos).
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cuanto que el entrevistador debe, en cierto modo, advertir (mas alla de lo que se dice de forma
explicita) lo que el estudiante intenta decir.

La prueba se realiz6 con 8 clases de 4° de primaria (9 afios), a 10 de 2° de educacion media
(12 afios) y a 6 de la media superior (14 - 16 afios).

Como era obvio, la capacidad de reconocimiento espontaneo de la equivalencia de significa-

do entre 1, 2, 3 y 4 crece con el nivel escolastico pasando, con cierta constancia, del 59% de 4°
primaria al 74% de la superior.

Tabla 4. Resultados en cuarto de primaria, segundo de media y superior

Dos mensajes
% Reconoce 4 sig- que digan la

. . . Registro mas facil de entender Registro mas accesible para
nificantes distintos misma cosa . .~ - L
, - por uno mismo los nifos de 3° de primaria
espontaneamente  (significantes %) %)
(con titubeos) reconocidos . .
como iguales)
4° Primaria % I 2 3 4
N=152 59 (68) y20) (45%)  (2%) (13%) (40%)
2° Media I 2 3 4 | 2 3 4
N=16l 60(69) ly2 (20%) (0%) (12%  (68%) (17%) (0%) (42%) (41%)
Secundaria Iv2
Superior (16- 74 (des eys diy 2 3 4 [ 2 3 4
17 ahos) Pt ’ 27% 0% 29% 44% 44% 0% 32%  24%
N=98 y3)

Nota: (*) Comentario muy general: «El 4 no tiene nada que ver con la matematicay.

Por otra parte, no parece que exista una tendencia o una relacion significativa entre la elec-
cion del registro mas facil y el nivel escoldstico. Las Uinicas constantes son: los altos valores
de eleccion del registro 4, la “fuerza semidtica” del 1, el gran “vaivén” del 3. La verdadera
constante es, sin embargo, el rechazo del 2 (elegido, solamente y paradojicamente, por algun
nifio de 4° primaria, porque se trata de un ejemplo grafico examinado hace poco en una clase
de aquellas en las que se realiz6 la prueba). No obstante, el registro 2 tenga una gran difusion
entre los docentes, la poca fortuna de que ha gozado el diagrama debe hacer reflexionar si se
debe usar tanto, sin verificaciones preventivas de una segura comprension y, eventualmente, de
una didactica explicita sobre su uso.

Aqui omitimos la descripcion de puntos especificos relacionados con los diferentes niveles
escolares, remitiendo a los interesados al texto integral de la investigacion (D’ Amore, 1998).
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Eleccion de los estudiantes y facilidad de comprension
Ahora presentamos algunas consideraciones sobre la eleccion de los estudiantes en relacion al
orden de facilidad de comprension de los diversos registros.

Punto 1. El registro 3 no concita muchas simpatias. ;Por qué? En un pasado reciente, mu-
chos autores consideraban que era éste el registro que proporciona mayor seguridad didactica,
el maximo posible en el campo de la intuicion y de la legibilidad. Sobre esto, opinamos que es
necesario investigar todavia. A la espera de nuevos resultados, es bueno que el docente sepa
cOmo estan las cosas.

Punto 2. Cada estudiante debe hacer un esfuerzo mayor o menor para interpretar algunos
graficos y un menor esfuerzo para aceptar otros; no todas las posibilidades de eleccion son idén-
ticas para cada estudiante. Opinamos que es bueno ser conscientes de esto. Parece una buena
estrategia introducir, en condiciones de igualdad, todos los registros, invitando a los estudiantes
a practicar la traduccion de un registro al otro.

Punto 3. Es necesario no dar por descontada la idea de significantes diferentes de un mismo
significado-objeto relacional. Los esquemas deben ser también objeto de estudio y no mero
soporte adquirido, no se sabe cémo, a priori. Usar tales esquemas debe ser, por tanto, objeto de
un objetivo didactico especifico y explicito.

Punto 4. Aparecen informaciones parasitas que la eleccion de un esquema, en lugar de otro,
arrastra y, con frecuencia, el docente no es consciente de esto. Por ejemplo, el orden en que
aparecen las ciudades, en 1, no se considera casual y por tanto los estudiantes se empefian en
descifrar un mensaje que, sin embargo, no existe como tal en la mente del docente — disefiador
de la prueba (alejando al estudiante del mensaje real). Por esto, es importante conocer estos
aspectos ligados a la tipologia de la representacion elegida. En nuestro caso no se ha revelado,
pero no se excluye que el orden de las ciudades podria causar, también en 2, pardsitos analogos.

¢Como y con qué criterios los estudiantes mas adultos eligen para los mas
jovenes?

Consideraremos ahora los resultados de la eleccion, por parte de los estudiantes de la escuela
media y de la escuela superior, del significante mas facil, no para ellos mismos, sino para hipo-
téticos nifios mas pequeﬁosg.

No se observan analogias explicitas generales de comportamiento en el paso de la facilidad
para uno mismo a la hipotética para nifios mas pequefios. Se pueden recoger solo algunas
especificas.

? No tenemos en cuenta los resultados obtenidos con los estudiantes de 16-17 afios, por el bajo numero de estudiantes entrevistados. Sin em-
bargo, es interesante evidenciar como, en esas dos clases, no hay practicamente diferencias entre la eleccion de la facilidad para uno mismo y
la facilidad para los nifios; quizas se deba a la gran diferencia de edad y, por tanto, a que los estudiantes mas maduros podrian haber olvidado
los problemas, las dificultades y las exigencias de los nifios pequefios.
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Por ejemplo, la eleccion de 4 como registro representativo mas facil, para uno mismo, es la
mas alta, como habiamos ya notado, sea en la escuela media (68%), sea en la superior (41%).
En ambos casos tales porcentajes bajan notablemente cuando se trata de elegir la facilidad para
los nifios (se transforman, respectivamente, en un 41% y 24%). Hay dos motivos que justifica-
rian todo esto y que, por orden de importancia creciente, serian:

Primero: para los nifios pequefios leer un texto y comprenderlo es dificil, mientras que es mas
facil para ellos interpretar una figura, un esquema, un dibujo;

Segundo: la 4 parece ser un registro especial, no oportuno, poco matematico, no usual. Justamente
por el motivo opuesto, sin embargo, el registro 3 ve aumentar en ambos casos sus porcentajes de
eleccion, en el paso de la facilidad para uno mismo a la de los nifios: en la escuela media pasa del
12 al 42%; en la superior del 29 al 32%. El aumento no es uniforme, pero esto podria depender del
hecho que s6lo los nifios de la media recuerdan todavia, bastante bien, que actividades sobre signifi-
cantes expresados en registros figirales, como el 3, son muy frecuentes en la escuela primaria.

Hay, ademas, discrepancias, por ejemplo, sobre el registro representativo 1; en la escuela
media hay una pequefia disminucion en el porcentaje al pasar de la facilidad para uno mismo
a la de los estudiantes de la primaria (del 20 al 17%); mientras en la superior se da, incluso, un
aumento (del 27 al 44%).

Todo esto podria significar que no hay una verdadera y propia relacion definitiva, estable y ge-
neral entre lo que se cree facil para uno mismo y lo que se cree facil para nifios pequefios, lo que
nos induce a pensar que se necesitaran pruebas posteriores para estudiar esta interesante relacion.

Por otra parte, todo este analisis nos lleva a pensar que hay variables de comportamiento es-
condidas, cuando se pide elegir para otros en general y para los mas pequefios en particular; a
algunas de estas, de caracter comportamental y lingiiistico, nos hemos referido ya en D’ Amore
y Sandri (1996, p. 108).

Respuestas a algunas preguntas: un punto de vista semiotico

Los hechos absolutamente evidentes y que responden a algunas de las preguntas planteadas son:

* ¢l registro representativo proposicional se considera distinto de los demads, no oportuno, no
apto en matematica, y esto por varios motivos: porque no da lugar a hacer algo; porque no
contiene nimeros o figuras, elementos tipicos de la matematica;

+ algunos registros arrastran elementos de confusion (sea en su parte grafica, sea en la escrita,
que parece deba ser interpretada, en cualquier caso), informaciones pardsitas que no se pue-
den eliminar (si no es haciéndolas explicitas), por ejemplo, ligadas a un orden de escritura
que para el adulto es casual, pero que no lo es para el nifo;

* por tanto, los registros no son neutros o de igual valor informativo y semantico; no sélo re-
presentan el objeto relacional deseado sino otra cosa; la traduccidn, pues, no es posible o, en
cualquier caso, no es ni banal ni inmediata;
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* la relacion entre registros representativos distintos, es decir, entre significantes distintos de
un mismo significado-objeto relacional se ve de forma espontanea sélo por el 59 % de los
estudiantes de escuela primaria, por el 60 % de los de media, por el 74 % de los de superior;
los otros 41 %, 40 % y 26 % (respectivamente), pues, no perciben esto; ya que se trata de una
praxis habitual, en didactica, pasar de un significante a otro en el mismo o en otro registro
dando todo esto por descontado, es necesario tener en cuenta estos resultados en el plano
didéctico, segun los distintos niveles escolasticos.

* Aparece evidente que no hay mucha diferencia entre trasformaciones de tratamiento o de
conversion, lo cual, a distancia de afos, nos llevo a estudiar el fenomeno de cambios de sen-
tido que los estudiantes les dan a representaciones del mismo objeto que son obtenidas la una
de la otra por tratamiento. Véase: D’ Amore (2006, p. 56), D’ Amore y Fandifio Pinilla (2007
a, b, p. 76), Radford y D’ Amore (2006, p. 83).

Conclusiones

1. Nosotros usamos continuamente en la practica de ensefianza varios sistemas semidticos
que confundimos entre si y no explicitamos; hoy sabemos que es parte de los aprendizajes
deseados que nuestros estudiantes dominen estos sistemas; eso si, sin caer en el error de
modificar el objeto mismo de aprendizaje, el de la matematica (que se sirve de dichas re-
presentaciones) por las representaciones en si mismas. Este fue un grave error de la llamada
“matematica moderna” que sustituy6 el contenido “matematica” por el contenido “lenguaje
de la matematica, sus simbolizaciones, estudio de los simbolos, sus descripciones y su uso”.
Este es uno de los posibles errores graves de la ensefianza, cuando no hay una consciencia
critica; lo que hace inevitable la primera parte de la paradoja de Duval, llevando al estudian-
te a confundir el objeto matematico con sus representaciones, haciendo de estas ultimas el
objetivo del aprendizaje.

2. Espontineamente el estudiante tiende a esto, pero ain mas grave serd si SOmos nosotros
mismos quienes lo impulsamos. Es algo similar a lo absurdo de querer reducir a un algorit-
mo la actividad de resolucion de problemas, con la vaga esperanza que esto sea posible o
que con esto se pueda ayudar en el proceso de resolucion del mismo (Brousseau y D’ Amo-
re, 2008, p. 54). Si un problema es un problema y no un ejercicio (Fandifio, 2010), durante
la investigacion estratégica que lleva de la formulacion del texto problematico a la respues-
ta, existe por lo menos un momento de creacion (que algunos felizmente llaman “Eureka”)
indefinible, ingobernable, no reducible a un algoritmo.

3. Las sugerencias ingenuas del docente van desde las banales e inutiles practicas normativas
(lee con cuidado, debes estar atento, reflexiona) hasta trucos del todo contraproducentes
(subraya con rojo los datos numéricos, subraya con verde las palabras claves del texto, su-
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braya con amarillo la pregunta...) que cambian la atencion del problema por una serie de
convenciones semiodticas absurdas que la investigacion didactica denuncio.
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